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Santrauka. Šiame darbe nagrine˙jama dviej ↪u trimate˙s euklidine˙s erdve˙s pavirši ↪u sankirtos kreive˙s dife-
rencialine˙ geometrija, kai šie paviršiai apibre˙žti vektorine˙mis-parametrine˙mis lygtimis. Skyrium imant,
išvedamos formule˙s nagrine˙jamos kreive˙s kreivumui ir sukiniui apskaicˇiuoti.
Raktiniai žodžiai: paviršius, kreive˙, kreivumas, sukinys.
Tarkime, kad turime du trimate˙s euklidine˙s erdve˙s paviršius S1 ir S2, apibre˙žtus
lygtimis
S1: r = r(uα) = {xi(ua)}
ir
S2: R = R(vα) = {Xi(va)};
cˇia i, j, k, . . . = 1,2,3; α,β,γ, . . . = 1,2; a,b, c, . . . = 3,4. Ši
↪
u pavirši
↪
u sankirtos
kreive˙s γ = S1 ∩ S2 taškai tenkina vektorin ↪e lygt↪i
r(uα)= R(va),
kuri ekvivalenti trims skaliarine˙ms lygtims
xi(uα) = Xi(va).
Vadinasi, keturis parametrus uα,va sieja trys lygtys, t.y. tris iš parametr
↪
u galima
išreikšti likusiojo parametro atžvilgiu. Patogiau yra laikyti, kad parametrai uα,va yra
kurio nors laisvo parametro t funkcijos:
uα = uα(t), va = va(t).
Kadangi kreive˙ γ priklauso kiekvienam iš pavirši
↪
u S1 ir S2, tai jos diferencialine˙ ge-
ometrija priklauso nuo kiekvieno iš t
↪
u pavirši
↪
u diferencialine˙s geometrijos.
Pažyme˙kime
rα = ∂r
∂uα
, rαβ = ∂
2r
∂uα∂uβ
;
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Ra = ∂
R
∂va
, Rab = ∂
2 R
∂va∂vb
;
xiα =
∂xi
∂uα
, Xia =
∂Xi
∂va
.
Išilgai kreive˙s yra teisinga lygybe˙
rαduα = Radva
arba
xiαdu
α = Xiadva.
Iš cˇia išplaukia, kad
duα = λpα, dva = λpa,
cˇia λ – proporcingumo daugiklis ir
p1 = −(r2, R3, R4), p2 = (r1, R3, R4),
p3 = (r1, r2, R4), p4 = −(r1, r2, R3)
yra atitinkam
↪
u trij
↪
u vektori
↪
u mišriosios sandaugos.
Iš kreive˙s γ lygties
γ : ρ = 1
2
[r(uα(t))+ R(va(t))]
gauname, kad
2d ρ = λ(pαrα + pa Ra).
Pažyme˙kime
gαβ = rαrβ, Gab = Ra Rb, hαa = rα Ra.
Tenzoriai gαβ ir Gab yra pavirši ↪u S1 ir S2 metriniai tenzoriai atitinkamai. J ↪u determi-
nantai
g = det (gαβ), G = det (Gab)
yra teigiami. Išilgai kreive˙s γ
4(d ρ)2 = λ2K1;
cˇia
K1 = gαβpαpβ + Gabpapb + 2hαapαpa.
Kreive˙s γ liecˇiamosios vienetinis vektorius
τ = 2√
K1
(
pαrα +pa Ra
)
.
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Pažyme˙kime
qα = pαβpβ + pαapa,
qa = paαpα +pabpb;
cˇia
pαβ =
∂pα
∂uβ
, pαa =
∂pα
∂va
,
paα =
∂pa
∂uα
, pab =
∂pa
∂vb
.
Tada
dpα = λqα, dpa = λqa.
Funkcijos ρ antrosios eile˙s diferencialas d2 ρ randamas iš lygybe˙s
2d2 ρ = dλ(pαrα +pa Ra)+ λ2(pαpβ rαβ + qαrα + papb Rab + qa Ra).
Remiantis Gauso lygtimis ([1], 538 psl.)
rαβ = 	γαβrγ + Aαβ n
ir
Rab = γ cab Rc + Bab N;
cˇia 	γαβ(γ
c
ab) – paviršiaus S1(S2) Kristofelio antrosios ru¯šies simboliai, Aαβ(Bab) –
paviršiaus S1(S2) antrosios kvadratine˙s formos koeficientai, n( N) – vienetinis pavir-
šiaus S1(S2) normale˙s vektorius.
Pažyme˙kime
T γ = 	γαβpαpβ + qγ , Sa = γ abcpbpc + qa;
R = Aαβpαpβ, Q = Babpapb;
A = √gσαβpαT β, Aγ = −√gσαβgγβRpα;
B = √GσabpaSb, Bc = −
√
GσabG
cbQpa;
cˇia
(gαβ) =
(
g11 g12
g12 g22
)−1
= 1
g
(
g22 −g12
−g12 g11
)
,
(Gab) =
(
G33 G34
G34 G44
)−1
= 1
G
(
G44 −G34
−G34 G33
)
,
(σαβ) =
(
0 1
−1 0
)
, (σab) =
(
0 1
−1 0
)
.
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Kadangi
2d ρ × d2 ρ = λ3(Aαrα + An+Ba Ra + B N),
tai
4
(
d ρ × d2 ρ)2 = λ6K2;
cˇia
K2 = A2 +2ABh+B2 +gαβAαAβ +GabBaBb +2
(
AαBhα +AαBahαa +BaAHa
)
ir
h = n N, hα = rα N, Ha = Ran.
Kreive˙s γ binormale˙s vienetinis vektorius
β = 1√
K2
(
Aαrα + An+Ba Ra + B N
)
,
pagrindine˙s normale˙s vienetinis vektorius
ν = 2√
K1K2
[√
gσαβ
(
Agβγpαrγ + Aαpβ n
)+ √Gσab(BGbcpa Rc +Bapb N)].
Mes
↪
irode˙me toki
↪
a teorem
↪
a.
1 TEOREMA. Dviej
↪
u parametrizuot
↪
u pavirši
↪
u S1 ir S2 sankirtos kreive˙s γ kreivumas
k apskaicˇiuojamas pagal formul
↪
e
k = 4
K1
√
K2
K1
.
Aišku, kad
dqα = λQα, dqa = λQa;
cˇia
Qα = pαβγ pβpγ + 2pαβapβpa +pαβqβ + pαabpapb + pαa qa,
Qa = paαβpαpβ + 2paαbpαpb +paαqα +pabcpbpc +pabqb,
be to,
pαβγ =
∂pαβ
∂uγ
, pαab =
∂pαa
∂vb
, . . . .
Remdamiesi Veingarteno lygtimis ([1], 394 psl.)
nα = Aβα rβ, Na = Bba Rb,
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kuriose
Aαβ = −gαγAγβ, Bab = −GacBcb,
gauname, kad
2d3 ρ = λ3(Cαrα +Cn+Da Ra + D N)+ (. . .);
cˇia (. . .) – de˙menys, priklausantys nuo dλ, be to,
Cγ = ∂	
γ
αβ
∂uε
pαpβpε + 2	γαβpαqβ +Qγ +	γαβT αpβ + RAγαpα,
C = ∂Aαβ
∂uγ
pαpβpγ +AαβT αpβ + 2Aαβpαqβ,
Dc = ∂γ
c
ab
∂vd
papbpd + 2γ cabpaqb +Qc + γ cabSapb +QBcapa,
D = ∂Bab
∂vc
papbpc + BabSapb + 2Babpaqb.
Iš cˇia randame, kad
(
d ρ,d2 ρ,d3 ρ)= λ6
4
K3;
cˇia
K3 = AC + BD + (AD + BC)h+ gαβAαcβ + GabBaDb + (BCα + DAα)hα
+ (ADa +CBa)Ha + (AαDa + CαBa)hαa.
Mes
↪
irode˙me toki ↪a teorem ↪a.
2 TEOREMA. Dviej
↪
u parametrizuot
↪
u pavirši
↪
u S1 ir S2 sankirtos kreive˙s γ sukinys κ
apskaicˇiuojamas pagal formul
↪
e
κ = K3
K2
.
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SUMMARY
K. Navickis. Differential geometry of intersection curve of two surfaces
In this this article the differential geometry of intersection curve of two surfaces in the three dimensional
euclidean space is considered. In case, curvature and torsion formulas for such curve are defined.
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